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Аннотация  

В статье исследуется зависимость национального дохода от времени (𝑌(𝑡)) в модели 

осциллятора. Считается, что в правой части обыкновенного неоднородного линейного 

дифференциального уравнения осциллятора стоит нелинейная функция инвестиций в 

зависимости от времени (модель Н. Калдора). Приведенный график этой функции 

показывает ее возрастающий характер с наличием точки перегиба (вокруг этой точки 

разные направления выпуклости графика). При решении дифференциального уравнения 

берется три члена разложения нелинейной правой части по формуле Тейлора вокруг точки 

перегиба 𝑀(3/4; 4/9). Решение дифференциального уравнения находится в случае 

отсутствия трансакционных издержек (нет затухания). При нахождении общего решения 

дифференциального уравнения использованы методы Эйлера и Лагранжа, а также 

начальные условия Коши. Графическое представление 𝑌(𝑡) получено на основании общего 

решения дифференциального уравнения. Из графиков следует колебательно-

возрастающий характер 𝑌(𝑡). 
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Введение 

Научные работы по эконофизике начали появляться в научной литературе начиная с 

середины 1990-ых годов. В этих работах при исследовании экономических процессов ученые 

начали использовать математические модели, которые разработаны для проведения научных 

исследований физических явлений. В работе [Хавинсон, 2015] автор описывает основные идеи 

и результаты эконофизики. В частности, указано важность применения математических 

нелинейных динамических моделей при исследовании динамики экономических и социальных 

систем. Показано, что прогнозы экономических кризисов можно выявить с помощью 

математических методов квантовой и статистической физики. Определения основных 

физических величин в экономике и методологические основы физической экономики даны в 

работе [Давыдянц, 2016]. Работы [Лебедев, 2016] и [Романовский, 2019] посвящены 

обсуждению использования естественнонаучных методов решения многих экономических и 

социальных задач. В частности, в работе [Романовский, 2019] авторами изложены 

стохастические и динамические модели математической экономики. Автор книги [Кузнецов, 

2016] обращает внимание на связи между долгосрочными экономическими прогнозами и 

тенденциями прогресса теоретической физики. Также автором затронут вопрос о некоторых 

общих понятиях в экономической науке и в квантовой физике. О соответствии закона спроса и 

предложения в экономике с законом сохранения материи и энергии в физике говорят авторы 

работы [Мудрик, 2017]. В работе [Мантенья, 2021] авторы показывают возможность 

применения методов статистической физики при исследовании финансовых систем. Автором 

работы [Иванская, 2015] предлагается при исследовании экономических явлений не исходить 

из циклической экономической модели, а рассматривать изменение состояния экономической 

системы в физической модели гармонического осциллятора, который может создать 

гармонические колебания. Это объясняется тем, что равновесие экономической системы нужно 

рассматривать не в неподвижном, а в динамическом состоянии. Работы [Геворкян, 2023] и 

[Геворкян, 2022] были посвящены исследованию национального дохода 𝒀(𝒕) в модели 

гармонического осциллятора как при линейной, так и при нелинейной зависимости инвестиций 

от времени. В настоящей работе решается аналогичная задача, когда инвестиции зависят от 

времени согласно модели Н. Калдора [Agarwal, 2024]. 

Метод решения поставленной задачи и полученные результаты 

Предположим, что 𝒀(𝒕) удовлетворяет уравнению  

𝒀″(𝒕) + 𝝎𝟎
𝟐 ⋅ 𝒀(𝒕) = 𝑰(𝒕),     (1) 

где 𝐼(𝑡) = (2𝑡 + 1)2/(𝑡 + 3)2определяет внешние инвестиции, а экономический смысл 

остальных членов и параметра 𝝎𝟎
𝟐 определен в работе.  

 Отметим, что исследование функции 𝐼(𝑡) = (2𝑡 + 1)2/(𝑡 + 3)2с помощью 

дифференциального исчисления приводит к следующему: 𝐼(𝑡)|𝑡=0 = 1/9, 𝑙𝑖𝑚
𝑡→∞

𝐼 (𝑡) = 4 

(прямая𝐼(𝑡) = 4является горизонтальной асимптотой для 𝐼(𝑡)), точка с координатами (3/4; 4/

9)является точкой перегиба для 𝐼(𝑡) (рис. 1). 
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Рисунок 1 - График функции 𝑰(𝒕) = (𝟐𝒕 + 𝟏)𝟐/(𝒕 + 𝟑)𝟐 (𝟎 ≤ 𝒕 < ∞). 

Для нахождения общего решения уравнения (1) будем пользоваться методами Эйлера и 

Лагранжа. Решая уравнение  

𝒀″(𝒕) + 𝝎𝟎
𝟐 ⋅ 𝒀(𝒕) = 𝟎      (2) 

методом Эйлера, получим 

𝒀о.о.(𝒕) = с𝟏 ⋅ 𝒄𝒐𝒔𝝎𝟎𝒕 + 𝒄𝟐 ⋅ 𝒔𝒊𝒏𝝎𝟎𝒕.     (3) 

где 𝑐1= const, 𝑐2= const. 

Если теперь частное решение (1) (𝑌ч .н.(𝑡)) искать в виде 

𝒀ч .н. (𝒕) = с𝟏(𝒕) ⋅ 𝒄𝒐𝒔𝝎𝟎𝒕 + 𝒄𝟐(𝒕) ⋅ 𝒔𝒊𝒏𝝎𝟎𝒕.    (4) 

и далее пользоваться методом Лагранжа, то для определения 𝑐1(𝑡) и 𝑐2(𝑡) получим 

следующую систему уравнений 

{
с𝟏
′ (𝒕) ⋅ 𝒄𝒐𝒔𝝎𝟎𝒕 + 𝒄𝟐

′ (𝒕) ⋅ 𝒔𝒊𝒏𝝎𝟎𝒕 = 𝟎,

−с𝟏
′ (𝒕) ⋅ 𝝎𝟎 ⋅ 𝒔𝒊𝒏𝝎𝟎𝒕 + 𝒄𝟐

′ (𝒕) ⋅ 𝝎𝟎 ⋅ 𝒄𝒐𝒔𝝎𝟎𝒕 =
(𝟐𝒕+𝟏)𝟐

(𝒕+𝟑)𝟐 .
    (5) 

Решение системы (5) выражается формулами 

с𝟏
′ (𝒕) = −

𝟏

𝝎𝟎
⋅

(𝟐𝒕+𝟏)𝟐

(𝒕+𝟑)𝟐 ⋅ 𝒔𝒊𝒏𝝎𝟎𝒕,     (6) 

с𝟐
′ (𝒕) =

𝟏

𝝎𝟎
⋅

(𝟐𝒕+𝟏)𝟐

(𝒕+𝟑)𝟐 ⋅ 𝒄𝒐𝒔𝝎𝟎𝒕.     (7) 

Отметим, что интересной областью по времени в поставленной задаче является область 

вокруг точки перегиба функции 𝐼(𝑡)  (рис. 1). Разложение 𝐼(𝑡) по степеням 𝑡 − 3/4 по формуле 

Тейлора имеет вид 

 𝑰(𝒕) = 𝑰 (
𝟑

𝟒
) +

𝑰′(𝒕)

𝟏!
|

𝒕=
𝟑

𝟒

⋅ (𝒕 −
𝟑

𝟒
) +

𝑰″(𝒕)

𝟐 !
|

𝒕=
𝟑

𝟒

⋅ (𝒕 −
𝟑

𝟒
)

𝟐

+
𝑰‴(𝒕)

𝟑!
|

𝒕=
𝟑

𝟒

⋅ (𝒕 −
𝟑

𝟒
)

𝟑

+. ..  (8)  
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Если теперь ограничится тремя членами разложения (8), то получим 

𝑰(𝒕) =
(𝟐𝒕+𝟏)𝟐

(𝒕+𝟑)𝟐 ≃ 𝟎, 𝟏 ⋅ 𝒕𝟐 + 𝟎, 𝟒 ⋅ 𝒕.     (9) 

Тогда дифференциальные уравнения (1), (6) и (7) примут вид 

𝒀″(𝒕) + 𝝎𝟎
𝟐 ⋅ 𝒀(𝒕) = 𝟎, 𝟏 ⋅ 𝒕𝟐 + 𝟎, 𝟒 ⋅ 𝒕,     (10) 

𝒅𝒄𝟏(𝒕) = −
𝟏

𝝎𝟎
⋅ (𝟎, 𝟏 ⋅ 𝒕𝟐 + 𝟎, 𝟒 ⋅ 𝒕) ⋅ 𝒔𝒊𝒏𝝎𝟎𝒕𝒅𝒕,    (11) 

𝒅𝒄𝟐(𝒕) =
𝟏

𝝎𝟎
⋅ (𝟎,𝟏 ⋅ 𝒕𝟐 + 𝟎, 𝟒 ⋅ 𝒕) ⋅ 𝒄𝒐𝒔𝝎𝟎𝒕𝒅𝒕.    (12)  

Интегрирование уравнений (11) и (12) приводит к следующим выражениям для с𝟏(𝒕) и 

с𝟐(𝒕): 

𝒄𝟏(𝒕) =
𝟎,𝟏

𝝎𝟎
𝟐 ⋅ 𝒕𝟐𝒄𝒐𝒔𝝎𝟎𝒕 −

𝟎,𝟐

𝝎𝟎
𝟑 ⋅ 𝒕 ⋅ 𝒔𝒊𝒏𝝎𝟎𝒕 −

𝟎,𝟐

𝝎𝟎
𝟒 ⋅ 𝒄𝒐𝒔𝝎𝟎𝒕 +

𝟎,𝟒

𝝎𝟎
𝟐 ⋅ 𝒕 ⋅ 𝒄𝒐𝒔𝝎𝟎𝒕 −

𝟎,𝟒

𝝎𝟎
𝟑 ⋅ 𝒔𝒊𝒏𝝎𝟎𝒕, (13) 

 𝒄𝟐(𝒕) =
𝟎,𝟏

𝝎𝟎
𝟐 ⋅ 𝒕𝟐 ⋅ 𝒔𝒊𝒏𝝎𝟎𝒕 +

𝟎,𝟐

𝝎𝟎
𝟑 ⋅ 𝒕 ⋅ 𝒄𝒐𝒔𝝎𝟎𝒕 −

𝟎,𝟐

𝝎𝟎
𝟒 ⋅ 𝒔𝒊𝒏𝝎𝟎𝒕 +

𝟎,𝟒

𝝎𝟎
𝟐 ⋅ 𝒕 ⋅ 𝒔𝒊𝒏𝝎𝟎𝒕 +

𝟎,𝟒

𝝎𝟎
𝟑 ⋅ 𝒄𝒐𝒔𝝎𝟎𝒕. 

 (14) 

Теперь учитывая, что 𝒀о.н.(𝒕) = 𝒀(𝒕) = 𝒀о.о.(𝒕) + 𝒀ч.н .(𝒕)и имея ввиду (3), (4), (13), (14), 

получим 

𝒀(𝒕) = 𝒄𝟏 ⋅ 𝒄𝒐𝒔𝝎𝟎𝒕 + 𝒄𝟐 ⋅ 𝒔𝒊𝒏𝝎𝟎𝒕 −
𝟎,𝟐

𝝎𝟎
𝟒 +

𝟎,𝟒

𝝎𝟎
𝟐 ⋅ 𝒕 +

𝟎,𝟏

𝝎𝟎
𝟐 ⋅ 𝒕𝟐 .   (15)  

Коэффициенты с𝟏  и с𝟐в (15) находятся из начальных условий Коши 

𝒀(𝒕)|𝒕=𝟎 = 𝟎, 𝒀′(𝒕)|
𝒕=𝟎

= 𝟎     

и выражаются формулами 

с𝟏 =
𝟎,𝟐

𝝎𝟎
𝟒 , с𝟐 = −

𝟎,𝟒

𝝎𝟎
𝟑.     (16) 

Подстановка (16) в (15) приводит к следующему  

𝒀(𝒕) =
𝟎,𝟐

𝝎𝟎
𝟒 ⋅ 𝒄𝒐𝒔𝝎𝟎𝒕 −

𝟎,𝟒

𝝎𝟎
𝟑 ⋅ 𝒔𝒊𝒏𝝎𝟎𝒕 −

𝟎,𝟐

𝝎𝟎
𝟒 +

𝟎,𝟒

𝝎𝟎
𝟐 ⋅ 𝒕 +

𝟎,𝟏

𝝎𝟎
𝟐 ⋅ 𝒕𝟐 .  (17) 
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Рисунок 2 - График функции 𝒀(𝒕) (формула (17)), когда 𝝎𝟎 = 𝟓, 𝟎 ≤ 𝒕 ≤ 𝟑, 𝟖. 

  

Рисунок 3 - График функции 𝒀(𝒕) (формула (17)), когда 𝝎𝟎 = 𝟐, 𝟎 ≤ 𝒕 ≤ 𝟑, 𝟖. 

Следует отметить, что графики на рисунках 1 и 2 показывают поведение национального 

дохода 𝑌(𝑡) в случае, когда внешние инвестиции рассматриваются в модели Калдора. Эти 

графики построены на основании решения уравнения осциллятора (см., формулу (17)). 

Заключение 

В результате решения поставленной задачи получено аналитическое выражение 

национального дохода 𝒀(𝒕) вокруг точки перегиба функции внешних инвестиций с точностью 

до членов порядка 𝑡2включительно. Полученная формула для 𝒀(𝒕) и графики, построенные по 

этой формуле для различных значений частоты 𝝎𝟎 показывают, что 𝒀(𝒕)является возрастающей 

функцией с периодически-колебательным проявлением. При этом с увеличением частоты 𝝎𝟎 

уменьшается период колебаний. 
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Abstract  

The paper explores the time dependence of national income (𝑌(𝑡)) in the oscillator model. It is 

believed that in the right part of the ordinary non-homogeneous linear differential equation of the 

oscillator there is a non-linear investments function depending on time (N. Kaldor's model). The 

given graph of this function shows its increasing nature with the presence of an inflection point 

(there are different directions of convexity of the graph around this point). During the solution, three 

terms of the expansion of the nonlinear right-hand side are taken according to the Taylor formula 

around the inflection point 𝑀(3/4; 4/9). The solution of the differential equation is found in the 

absence of transaction costs (no attenuation). In finding the general solution of the differentia l 

equation, the Euler and Lagrange methods, as well as the Cauchy initial conditions, were used. The 

graphical representation 𝑌(𝑡) was obtained based on the general solution of the differential equation. 

The oscillatory- increasing nature of 𝑌(𝑡)follows from the graphs. 
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