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Аннотация  

В данной статье исследуется краевая задача для системы нагруженных 

дифференциальных уравнений параболического типа, которая описывает движение 

подземных вод в трехслойном пласте, состоящем из двух слабопроницаемых слоев, 

соединенных хорошо проницаемым слоем. Найдены условия существования и 

единственности решения рассматриваемой задачи. Результат может быть использован при 

решении прикладных задач, например, задач прогноза и регулирования уровня грунтовых 

вод на мелиорируемой территории. Задачи прогноза и регулирования уровня грунтовых 

вод, содержания влаги и соли в почве грунтах на мелиорируемой территории, 

моделирование различных биологических процессов и явлений приводят к классу 

дифференциальных и интегро-дифференциальных уравнений, получившие название 

нагруженных уравнений.  
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дифференциальные уравнения дробного порядка, производная дробного порядка в смысле 

Римана-Лиувилля, дифференциальные уравнения с частными производными, интегро-

дифференциальные уравнения, фильтрация грунтовых вод, водоносные горизонты. 

Введение 

Нагруженные уравнения возникают в теории обратных задач и математической теории 

оптимальных процессов. Поэтому исследование краевых задач для уравнений с частными 

производными, и, в частности, для локально и нелокально нагруженных уравнений второго 

порядка параболического типа представляют значительный, в том числе экономический 

интерес. В частности, задачи, связанные с процессом фильтрации подземных вод, относятся к 

краевым задачам для дифференциальных уравнений в основном параболического типа. В случае 

сложного строения водоносной толщи расчетная схема представляется в виде набора слоев, 

математической моделью которой является система двумерных уравнений, поскольку 

водоносные горизонты в сложной толще имеют, как правило, не совпадающие друг с другом 

напоры.  

Основное содержание  

Предполагается, что в хорошо проводящих слоях имеет место горизонтальная фильтрация, 

а вертикальная, обуславливающая переток между пластами, происходит в прослоях. 

Рассмотрим движение подземных вод в трехслойном пласте, состоящем из двух 

слабопроницаемых слоев, соединенных хорошо проницаемым слоем, описываемое системой 

нагруженных дифференциальных уравнений параболического типа. 

Задача М. Найти регулярное в области 

D = {f(x, y, t): 0 < x < x0,
0 < y < y3,
0 < t < t0

}    (1) 

 решение U(x, y, t) уравнения 

∂U

∂t
= {

Uyy, y2 < y < y1,

Uxx + b1(x, y, t) lim
y↓y2

Uy − b2(x, y, t) lim
y↑y1

Uy , y1 < y < y2,

Uyy, 0 < y < y1,

   (2) 

Предполагается, что заданные функции b1(x, y, t), b2(x, y, t) непрерывны в D−, локально 

непрерывны по Гельдеру по x в интервале 0 < x < x0, равномерно относительно y, t. 

D0t
μ
φ(t)- дробный интеграл порядка (−μ), при μ < 0 и дробная производная порядка μ, при 

0 < μ < 1, равный  
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D0x
μ
φ(x) =

{
 

 
1

Γ(−μ)
∫

φ(t)dt

(x−t)1−μ
, μ < 0,

x

0

φ(x), μ = 0,
d

dx
D0x
μ−1

φ(x), μ ∈]0,1[

    (3) 

Определение. Регулярным решением уравнения (1) в области D назовем функцию U =

U(x, y, t) со следующими свойствами 

U непрерывна в D+, D− и D+; 

Функции  

U+(x, y1, t) = lim
y↓y1

U(x, y, t),     (4) 

U+(x, y2, t) = lim
y↑y2

U(x, y, t)     (5) 

имеют по переменной t дробную производную порядка ½ с началом в точке t = 0; 

Функции Uy(x, y1, t) и Uy(x, y2, t) непрерывны в Ω̅, локально непрерывны по Гельдеру по x в 

интервале 0 < x < x0 равномерно по t; 

Функции U в области D− имеет непрерывные производные Ut, Ux, Uxx, а в областях D+ и D− 

- непрерывные производные Ut, Uy, Uyy; 

Функция U в области D за исключением плоскостей y = yi, i = 1,2, удовлетворяет 

уравнению (1). 

Теорема. Пусть существует регулярное решение задачи М. Тогда, если β(x, t) ≠ 0 и 

β1(x, t) ≠ 0, ∀(x, t) ∈ [0, x0] × [0, x0], то функции 

υ1(x, t) = Uy(x, y2, t), υ2(x, t) = Uy(x, y1, t)    (6) 

являются решениями системы интегральных уравнений типа Вольтерра второго рода. 

Доказательство. Принимая во внимание свойства функции G+(x, t; ξ, η) первой краевой 

задачи (2),(3) для уравнения 

Ut = Uxx 

нетрудно видеть, что  

U+(x, y, t) = U0
+(x, y, t) + Aν1ν2(x, y, t),     (7) 

Из соотношения (7) при y ↑ y2 и y ↓ y1 соответственно имеем  

U+(x, y2, t) = ∫ dη∫ [b1(ξ, y2, η)ν1(ξ, η) − −b2(ξ, y2, η)ν2(ξ, η)]G
+(x, t; ξ, η)dξ + +f(x, t)

x0
0

t

0
, (8) 
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U+(x, y1, t) = ∫ dη∫ [b1(ξ, y1, η)ν1(ξ, η) − −b2(ξ, y1, η)ν2(ξ, η)]G
+(x, t; ξ, η)dξ + +f1

x0
0

(x, t)
t

0
,      (9) 

где f+(x, t) = U0
+(x, y2, t), f1

+(x, t) = U0
+(x, y1, t). 

На основании свойств функции Грина G−(y, t; ξ, η), G−(y, t; ξ, η) заключаем, что решение 

U−(x, y, t), U−(x, y, t) в областях D+ и D+ представлены соответственно в виде 

U−(x, y, t) = ∫ν1(x, η)G(y2, t; ξ, η)dη + ∫ τ(ξ, y)

y3

0

t

0

G−(y, t; ξ, 0)dξ

− U−(x, y, t)∫Ψ1(x, η)Gξ−(y, t; 0, η)dη +∫ τ(ξ, y)

y1

0

t

0

× × G−(y, t; ξ, 0)dξ

− ∫ν2(x, η)

t

0

G−(y, t; y1, η)dη. 

Отсюда при y ↑ y2 и y ↓ y1 соответственно, находим  

U−(x, y2, t) = ∫ ν1
t

0
(x, η)G−(y2, t; y2, η)dη + F

−(x, t),  (10) 

U−(x, y1, t) = ∫ ν2
t

0
(x, η)G−(y1, t; y1, η)dη + F_(x, t),  (11) 

где  

F−(x, t) = ∫ τ(ξ, y2)G
−(y2, t; ξ, 0)dξ − ∫Ψ(x, η)Gξ

−(y2, t; y3, η)dη,

t

0

y3

0

 

F_(x, t) = ∫Ψ1(x, η)Gξ_(y1, t; 0, η)dη − ∫τ(ξ, y1)G1(y1, t; ξ, 0)dξ.

y

0

t

0

 

Согласно условиям (5), (6) из соотношений (8), (9), (10), (11), получаем 

∫dη∫ [b1(ξ, y1, η)ν1(ξ, η) − b2(ξ, y1, η)ν2(ξ, η)]G
+(x, t; ξ, η)dξ + ∫ (x, t)

x

1

x0

0

t

0

= 

= α(x, t) [∫ ν2(x, η)G−(y1, t; y1, η)dη + F−(x, t)

t

0

] + 
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+β(x, t)D0t

1
2 [∫ν2

t

0

(x, η)G−(y1, t; y1, η) + F−(x, t)] + γ(x, t), 

∫dη∫ [b1(ξ, y2, η)ν1(ξ, η) − b2(ξ, y2, η)ν2(ξ, η)]G
+(x, t; ξ, η)dξ + ∫(x, t)

x0

0

t

0

= 

= α1(x, t) [∫ ν1(x, η)G
−(y2, t; y2, η)dη + F

−(x, t)

t

0

] + 

+β1(x, t)D0t

1
2 [∫ ν1

t

0

(x, η)G−(y2, t; y2, η)dη + F
−(x, t)] + γ1(x, t). 

Исследуем поведение, в смысле гладкости, ядра K(x, η) интегрального уравнения (12). Для 

этого заметим, что подынтегральная функция при t → η обращается в бесконечность порядка ½, 

а при t → 0 – ограничена. 

Из вида функции G−(y0, t; y0, η) нетрудно усмотреть, что она непрерывна [0, y0] × [0, t0]. В 

самом деле, первое слагаемое в представлении G−(y0, t; y0, η) при t → η обращается в ∞ порядка 

½ , а второе слагаемое стремится к нулю при t → η. 

Таким образом, если α(x, t) и β(x, t) непрерывные функции, то ядро K(x, t) непрерывно в 

[0, x0]. 

Аналогично исследуется поведение в смысле гладкости правой части интегрального 

уравнения. 

Рассмотрим выражение  

D0t

1
2 f(x, t) =

1

Γ (
1
2)

∂

∂t
∫

dη

(t − η)
1
2

t

0

∫Ψ0(x, η1)Gξ
−(y0, η; 0, η1)dη

η

0

+ 

+
1

Γ (
1
2)

∂

∂t
∫

dη

(t − η)
1
2

t

0

∫ τ(ξ, y0)G
−(y0, η; ξ, 0)dξ = Y2 + Y3

y0

0

, 

С учетом, что G−(y, t; ξ, η) =
1

2√π(t−η)
1
2

e
−
(y−ξ)2

4(t−η) + g−(y, t; ξ, η), где  

g−(y, t; ξ, η) =
1

2√π(t−η)
1
2

{e
−
(y+ξ−2y0)

2

4(t−η) − e
−
(y+ξ−2y0)

2

4(t−η) − e
−
(y+ξ)2

4(t−η) ++∑ ′ [e
−
(y+ξ−4y0n)

2

4(t−η) −∞
n=∞
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e
−
(y+ξ−4y0n)

2

4(t−η) + e
−
(y+ξ−2y0−4y0n)

2

4(t−η) − _ e
−
(y+ξ−2y0−4y0n)

2

4(t−η) ]}, 

штрих над знаком суммы означает, что n ≠ 0, запишем 

Y2(x, t) =
y0

2Γ(1/2)

∂

∂t
∫

dη

(t − η)1/2
∫Ψ0(x, η1)

1

(η, η1)3/2

η

0

t

0

× 

 

× e
−

y0
2

4(η−η1)dη1 +
1

2Γ(1/2)

∂

∂t
∫

dη

(t − η)1/2
∫Ψ0(x, η1)g

−(η, η1)dη1.

η

0

t

0

 

При t → η особенность в подынтегральном выражении интегрируемая, а при η → η1, 

функция 
1

(η,η1)
5
2

e
−

y0
2

4(η−η1) стремится к нулю. Второе слагаемое ведет себя не хуже, чем первое. 

 

Таким образом 

I2(x, t) =
1

Γ(1/2)
∫

dη

(t − η)−
1
2

t

0

∫Ψ0(x, η1)Gξη
− (y0, η; 0, η1)dη1

η

0

, 

 

где очевидно, функция Gξη
− (y0, η; 0, η1) является непрерывной функцией в Ω̅. 

Следовательно, если Ψ0(x, t)- функция непрерывная, то Y3(x, t) ∈ C(Ω̅). Нетрудно видеть, 

что и Y3(x, t) ∈ C(Ω̅). 

+
1

2Γ(1/2)
∫

dη

(t − η)
1
2η

3
2

∫ τ(ξ, y0)

y0

0

t

0

e
−
(y0−ξ)

2

4η dξ. 

Чтобы оценить первое слагаемое этого равенства, функцию ω−(ξ, η) =
(y0−ξ)

2

η
5
2

e
−
(y0−ξ)

2

4η  

запишем в виде. 

ω−(ξ, η) = η−μ(y0 − ξ)
α [
(y0 − ξ)

2

4η
]

β

e
−
(y0−ξ)

2

4η , 
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Тогда, если τ(ξ, y0) – функция непрерывная по Гёльдеру (с показателем β) и учитывая (13), 

получим, что  

 

|∫ ω−(ξ, η)[τ(ξ, y0) − τ(y0, y0)]

y0

0

dξ ≤
const

ημ
∫

dξ

|y0 − ξ|3−2μ−β
≤
const

ημ

y

0

, 

 

если 1 −
β

2
< μ < 1. 

Так как g−(ξ, η) – функция гладкая, а τ(ξ, y0) – непрерывная функция в Ω̅, то очевидно, что 

Y3(x, t) ∈ C(Ω̅). 

Все остальные интегралы в правой части (12) исследуются совершенно аналогично. 

Следовательно, F(x, t) ∈ C(Ω̅). 

О ядре K1(x, t) можно сказать, что оно имеет особенность при x = ξ и t = τ. Однако эта 

особенность интегрируемая [3]. 

Из установленных свойств ядер и правой части интегрального уравнения (12) заключаем, 

что если β(x, t) ≠ 0 и β1(x, t) ≠ 0, то (12) однозначно разрешимо и его решение ν(x, t) ∈ C(Ω̅). 

Легко показать из вида (12), что ν(x, t) ∈ H(Ω̅), где H(Ω̅) – пространство функций, 

удовлетворяющих условию Гёльдера с показателем β. 

Заключение  

Следовательно, решение задачи для уравнения в области D однозначно разрешимо, если 

β(x, t) ≠ 0, β1(x, t) ≠ 0. Результат может быть использован при решении прикладных задач, 

например, задач прогноза и регулирования уровня грунтовых вод на мелиорируемой 

территории. Задачи прогноза и регулирования уровня грунтовых вод, содержания влаги и соли 

в почве грунтах на мелиорируемой территории, моделирование различных биологических 

процессов и явлений приводят к классу дифференциальных и интегро-дифференциальных 

уравнений, получившие название нагруженных уравнений.  
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Abstract 

In this paper, we study a boundary value problem for a system of loaded differential equations 

of the parabolic type, which describes the motion of underground water in a three-layer reservoir 

consisting of two weakly permeable layers connected by a well-permeable layer. The conditions for 

the existence and uniqueness of the solution of the problem under consideration are found. The result 

can be used in solving applied problems, for example, problems of forecasting and regulating the 

ground water level in the territory under development. The problems of forecasting and regulating 

the level of ground water, the content of moisture and salt in the soil of the soil in the reclaimed 

territory, modeling of various biological processes and phenomena lead to a class of differential and 

integro-differential equations, called loaded equations. Loaded equations also arise in the theory of 

inverse problems and the mathematical theory of optimal processes. Therefore, the study of 

boundary value problems for partial differential equations, and, in particular, for locally and 

nonlocally loaded second-order equations of the parabolic type, is of considerable theoretical and 

practical interest. Problems related to the process of underground water filtration belong to boundary 

value problems for differential equations of mainly parabolic type. In the case of a complex structure 

of the aquifer, the calculation scheme is presented as a set of layers, the mathematical model of 

which is a system of two-dimensional equations, since aquifers in a complex thickness have, as a 

rule, non-compatible pressures. It is assumed that horizontal filtration takes place in well-conducting 

layers, and vertical filtration, which causes the flow between layers, occurs in the interlayers. 
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